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Forord

Kompendiet er udarbejdet som et valgfrit supplement til den ordinaere undervisning pa den
erhvervsfaglige indgang strem, styring & it pa8 EUC Nordvest, hvor elever skal undervises i
grundlaeggende vekselstrgmsteori, hvis de i slutningen af det erhvervsfaglige grundforlgb
veelger specialeretning som elektriker.

For at kunne fa et udbytte af dette kompendium, forudsaettes det, at laeseren allerede har
tilegnet sig en grundlaeggende forstaelse for vekselstrgmsteorien, de tilknyttede begreber
samt “traditionelle” beregningsmetoder. Dog kan en laeser uden elektroteknisk indsigt sagtens
fa et leererigt udbytte af den grundlaggende teori bag de komplekse tal og de tilhgrende
beregningsmetoder, som er behandlet i dette kompendium.

Beregninger af strgm-, spaendings- og impedansforhold i elektriske kredslgb tilsluttet en
vekselspaending kan sagtens udfgres uden at anvende de i kompendiet angivne beregnings-
metoder med komplekse tal og stedvektorer. Men for elever, der gnsker at arbejde med
matematikken i emnet, vil de heri beskrevne beregningsmetoder veere et anbefalingsveerdigt
studie, da en grundlaeggende forstaelse for de komplekse tal kan vaere en uvurderlig hjeelp ved
beregninger omkring forholdene mellem strgm, spaending og impedans i elektriske kredslgb
tilsluttet en vekselspaanding.

Der er i kompendiet medtaget et eksempel pa den "traditionelle” beregning af forholdene i et
vekselstrgmskredslgb. I denne beregning er “normale” matematiske regneoperationer som
Pythagoras’ lzeresaetning og de basale trigonometriske funktioner (sinus, cosinus) anvendt.
Til sammenligning er det samme kredslgb beregnet ved hjeelp af komplekse tal.

Teorien omkring stedvektorerne, de komplekse tal, notationsformer samt regneregler er i
kompendiet indledningsvist beskrevet pa et grundlaeggende niveau. Senere i kompendiet er
foretaget en tilpasning saledes, at beregningsmetoderne kan anvendes i forbindelse med
vekselstrgmsteorien og de tilhgrende beregninger pa elektriske kredslgb.

Er man "den lykkelige ejer” af en avanceret lommeregner (fx Texas Instruments TI-86),

der kan hdndtere komplekse regneoperationer, vil de komplekse beregninger vaere meget
nemme at udfgre. De angivne beregninger kan dog sagtens foretages med en "normal”
lommeregner, den skal dog kunne regne med de trigonometriske regnefunktioner (cosinus,
sinus og tangens), — det vil veere lidt mere besvaerligt, sa der bliver behov for lidt talmodighed.

Gennemgangen af teorien omkring de komplekse tal er begraenset til de regneoperationer, der
kan anvendes ved elektriske beregninger og kompendiet kan derfor ikke betragtes som en
fuldsteendig gennemgang af de komplekse tal. Elever, der matte gnske at erhverve yderligere
viden omkring de komplekse tal og deres anvendelsesmuligheder ud over det i kompendiet
bergrte teoretiske materiale, henvises til at opsgge denne viden andetsteds.

God forngjelse med den videre laesning.

November 2008

Peter Valberg

Faglaerer

strgm, styring & it

EUC Nordvest, DK 7700 Thisted
pvm@eucnordvest.dk
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Vekselstromsteori, stedvektorer og komplekse tal

X

Generelt om stedvektorer

Stedvektoren for et givet punkt er en vektor fra origo i et retvinklet koordinatsystems til det
givne punkt, - origo er koordinatsystemets nulpunkt (0,0).

Der er saledes en direkte sammenhang mellem stedvektoren og punktet i koordinatsystemet.
I det retvinklede koordinatsystem bliver leengden af stedvektorens komposanter (hvilket er
stedvektorens projektion pa henholdsvis x-aksen og y-aksen) det samme som det pagaeldende
punkts koordinater (x,y). I visse matematiske fagbgger angives koordinater pa formen (x|y).
Grunden til anvendelsen af stedvektorer er, at det i visse sammenhange kan vare bekvemt at
lade punkter i koordinatsystemet veere repraesenteret af stedvektorer.

Alle punkter i koordinatsystemet kan opfattes som en Y
skaering mellem rette linjer parallelle med akserne,
hvorved der opstar en retvinklet trekant for alle punkter
(som det ses pé illustrationen til hajre).

A=(3, 4)

Det retvinklede koordinatsystem er det mest
udbredte i praktiske sammenhange, da det er lettest
tilgeengeligt og relativt nemt at forholde sig til.

Afhaengig af sammenhangen bruges det enten i to eller
tre dimensioner (den tredje akse benzevnes z). i

Et traditionelt retvinklet koordinatsystem kaldes ogsa for = T A :'_":--*__*
et kartesiske koordinatsystem - se eventuelt “Links” side 29.

Stedvektorer og vekselstromskredslob

Ved beregninger pa vekselstremskredslgb kan tegnes diagrammer med stedvektorer som
erstatning for strem- og spaendingskurver. En stedvektor angives (ligesom en kraft) i en bestemt
leengde og en bestemt retning, idet retningen fastlaegges i forhold til en valgt referencelinje
(0°). Stedvektorernes positive omdrejningsretning er altid venstre om (mod uret).

I vekselstrgmsteorien kan vektorbegrebet vaere et nyttigt hjaelpemiddel ved beregninger.
Almindeligvis er det strammenes og spaendingernes effektivvaerdier, der benyttes i det aktuelle
stedvektordiagram over et givent kredslgb.

Hvis flere stedvektorer skal sammensaettes, kan de med fordel tegnes i samme malestoks-
forhold, hvorefter vektorerne sammenlaagges i en resulterende vektor, der angiver den vekto-
rielle sum af vektorerne. Vektorerne kan under sammenlagningen forskydes efter behov (flyt-
tes), sd laange deres leengde og retning ikke andres (dette er meget vigtigt).

Alle spaendingsvektorer skal saledes afssettes med samme antal volt pr. leengdeenhed, ligesom
alle stramvektorer skal have samme skala i ampere pr. leengdeenhed.

Dette giver muligheden for at "beregne” resultatet grafisk, da man direkte kan male resultatet
som laengden af den resulterende stedvektor (hvis man har anvendt de korrekte vinkler og
indbyrdes stgrrelsesforhold).

Fortsaettes neeste side...
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Grafisk addition og subtraktion af stedvektorer

Sammenlaegning (addition) af stedvektorer kan ske grafisk som vist i fig. 1 og 2.

I fig. 1 er stedvektorerne a og b tegnet ud fra samme punkt og danner et parallelogram, hvor
den resulterende stedvektor a + b er diagonalen i parallelogrammet med udgangspunkt (0,0).

I fig. 2 er stedvektor b parallelforskudt saledes, at dets udgangspunkt nu er “enden” af
stedvektor a. Stedvektor b har beholdt samme lsengde og retning (vinkel if. vandret).
Stedvektorerne er med andre ord tegnet i forlaengelse af hinanden, - som det ses, er resultatet
det samme som i fig. 1.

Begge metoder kan anvendes ved grafisk addition af to eller flere stedvektorer.

fig. 1 2 fig- 2

Subtraktion sker som ved addition, idet der ggres brug af, at en stedvektor, der multipliceres
med - 1 (minus 1) beholder uaendret laangde, men blot far “pilen i den anden ende”.
Hvorefter stedvektorerne kan adderes som vist i fig. 3.

Udtrykket er da blot a + (- b) i stedet for a - b.

Stregen/pilen henover a og b kan bruges for at “understrege”, at det er en stedvektor.

I fig. 3 er metoden med parallelogram benyttet, men metoden med parallelforskydning af

vektorerne kan sagtens anvendes i stedet.

I elektrotekniske sammenhaenge anvendes
ofte (sted)vektordiagrammer for stremme,
spaendinger og impedanser i det aktuelle
kredslgb som en understgttende “skitse” for
de trigonometriske beregninger.

(se eksemplerne sidst i dokumentet).
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Reelle, imaginaere og komplekse tal

Det reelle talsystem omfatter tallene i talmaangden R.
Denne talmangde er sammensat af alle hele tal (fx -7, 0, 4...), alle rationelle tal (brgkerne)

samt alle irrationelle tal (—«/5, V16, 7...). Disse tal kan alle vises pa en vandret tallinje.

Det imaginaere talsystem (den tilhgrende talmangde kan benaevnes med I) udvider det
reelle talsystem R til det komplekse talsystem C.

Den imaginaere enhed i er saledes “grundstenen” for de imaginzaere tal. For i gaelder det at:

i=—-1 og i*=-1 (se eventuelt bilag 2)

Imaginaere tal kan skrives pa flere mader fx: +/—=9 eller i3 (hvilket er det samme: i=+/—-1).
V-9 = J-1.9 = V=149 =J-1.3 = i3

Skrivemaden -9 anvendes til tider i avancerede matematiske sammenhange, men der skal
udvises omhyggelighed for at undga fejltagelser, nar man bruger udtrykket i denne form.
Den anden notationsform, hvor det imaginaere tal angives som fx i 3 er nemmere at benytte.

Det komplekse talsystem (den tilhgrende talmaengde betegnes C) forener et reelt og et
imagineert tal i et "talpar". Man kan beskrive et komplekst tal som to mere eller mindre
"almindelige tal", kaldet den reelle del og den imaginaere del, sat sammen til en enhed.

Ethvert komplekst tal kan skrives som: a + ib (hvora,b e R)
Tallet a er den reelle del og i b er den imaginaere del.

Oprindelig brugte man udtrykket "imaginaere tal" om de tal, der i dag
kaldes "komplekse tal". Det nutidige udtryk "imagineert tal" refererer i
dag til et komplekst tal, hvor den reelle del er 0, - hvilket betyder
ata = 0 og b # 0 (kaldes til tider for et rent imagineert tal).

Et sadant rent imaginaert tal noteres: O+ibeller bare ib.

Bemaerk, at O teknisk set kan betragtes som et rent imaginzert tal, - O er altsd rent
imaginaert, samtidigt med at det er reelt, - det er det eneste tal med denne egenskab.

Ganske som med de "almindelige", reelle tal, kan man foretage en raekke ~

regneoperationer med de komplekse tal og de bruges ofte til at beskrive z=a +ib

og regne pa ting, som bade har en stgrrelse og en retning (eller vinkel), b
- fx i forbindelse med elektriske vekselstrgmskredslgb.

Konjugeret vaerdi for z

Hvis z = a + i b kaldes z*= a - i b for det konjugerede tal til z

Ved den konjugerede veerdi af et komplekst tal forstas et tal med samme ' \ P ,
(jf. illustrationen til hgjre). /¥

I matematiske sammenhange benyttes ofte en streg til at indikere, at det
er den konjugerede veaerdi - fx: z
Men i dette kompendium benyttes stjernemarkeringen z*, da stregen

[
[
[
[
[
[
reelle vaerdi, men med modsat fortegn foran den imaginare veaerdi - — .
[
[
[
[
[
henover kan forveksles med stregen/pilen, der angiver en stedvektor. |
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Det komplekse koordinatsystem

Som naevnt tidligere kan man sammenlaegge komplekse tal repraesenteret af stedvektorer
grafisk i et parallelogram, nar blot man husker at tegne dem i samme malestoksforhold og
tage hensyn til deres indbyrdes retninger (if. vandret).

Stedvektorer kan vises i et sdkaldt komplekst
I 1maginzere koordinatsystem, hvor et givet punkt z kan
talakse beskrives sdledes, at der til et hvert punkt
svarer et seet komplekse koordinater:

|b ———————————————————— [ ) Z:(a’lb)

Punktets projektion pd de “almindelige” tals akse
(der tegnes vandret) kaldes punktets reelle del.
Punktets projektion p@ den imagineere talakse er

tRIeek”e tilsvarende punktets imagineere del (se fig. 4).
alakse

R Nar det komplekse talsystem anvendes betegnes
den imaginaere del ved et "i” sammen med den
imaginaere koordinat.

Fig. 4 a

Ved elektriske beregninger skrives den imaginaere enhed ofte med j for at undgd forveksling med udtrykket for
elektrisk strgm, som traditionelt symboliseres med I, - i dette kompendium anvendes j ved elektriske beregninger.

Rektangulaer og polaer notation

Et komplekst tal kan (som naevnt) skrives som: z = a + i b (eller z = a + bi)

hvor a er det komplekse tal z” reelle del og b er z*
imaginaere del, - denne skrivemade kaldes for
rektangulaer notationsform (eller sumform).

}[ Imaginaere
talakse

Er b negativ noteres z som: z = a -i b (i(-b) = -i b).

ib
I elektrotekniske beregninger kan det komplekse tal z i
stedet repraesenteres af en stedvektor (fig. 5) med
lengden |z| (modulus) og vinklen Z¢ i forhold til de
reelle tals akse (kaldes ogsa argumentet).

Reelle
Udgangspunktet for en stedvektor er altid origo (0,0). ( (0) talakse
Det komplekse tal kan altsa skrives som: z = |z| Z¢ . R
dette kaldes for polaer form (eller produktform). Fig. 5 a

Hvorvidt man skal anvende den ene eller den anden
notationsform afggres gerne af, hvilken regneoperation der gnskes udfgrt:

Ved addition og subtraktion af to komplekse tal, benyttes den rektanguleere notationsform.
Ved multiplikation og division kan bade den rektangulaere og den polaere notationsform
anvendes, men den polare notationsform er mest velegnet til formalet.

I matematiske sammenhaenge ses ofte notationsformen: z = |z|«cos¢ + i|z|+sing. Denne notationsform kaldes
saedvanligvis for punktet z” poleere koordinater. _
Ved elektrotekniske beregninger anvendes den polaere notationsform z = |z| £¢ og den rektangulzere form z = a +ib.

stromn, styring & it, euc nordvest 7
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Vs

Omregning mellem rektangulaer og polaer form

Rektanguleer til polaer form

kormmplekse tal

Er det komplekse tal z opgivet pa rektangulzer form (z=a+ib ), kan dets modulus og
argument beregnes pa folgende made:

Modulus:

|z|:wlaz+b2

Der er et par "faldgrupper”, man skal vaere opmaerksom pa, ndr man vil beregne argumentet.
Tabellen herunder viser beregningsmetoder for argumentet afhaengig af vaerdierne for a og b.

Husk at veaerdierne for a og b skal indsaettes med fortegn.

Argumentet Zo i grader Argumentet Z¢ i radianer N&r veerdierne for a og b er:
—1 b -1 b
1 tan | — tan | — a>0 b+0
a a
2 (tan_l(éﬁ+180° [tan_l(én+ﬂ' a<0 b>0
a a
3 (tan‘l(ﬁn—lw (tan_l(én—ﬁ a<0 b<0
a a
4 +90° % a=0 b>0
5 - 90° _z a=0 b<o0
2
6 0° 0 a>0 b=0
7 0° 0 a=0 b=0

Moderne lommeregnere med indbyggede funktioner til komplekse beregninger tager hgjde for dette, hvorved man kan
overlade til lommeregnerens programmering at returnere den korrekte vaerdi for argumentet.

Poleer til rektangulaer form

Er det komplekse tal z opgivet pa polzer form, kan tallet omregnes til rektangulaer form pa

folgende made:

z=aztib=(|z|-cosp)i(|7 sinp)

stromn, styring & it, euc nordvest
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Vedr. argumentet (retningsvinklen)

Argumentet (retningsvinklen) for stedvektoren angives i forhold til
den valgte referenceakse (saedvanligvis den vandrette).
Der regnes som udgangspunkt med korteste afstand fra reference-
aksen (den positive del af x-aksen) til stedvektoren, - dermed kan
argumentet for en stedvektor sagtens optraede negativ.

Stedvektorerne pa illustrationen (fig. 6) kan skrives som:

g :‘11‘4%

12:‘22‘4_%

fig. &

P& nedenstdende illustration angiver pilene den positive omlgbsretning (mod uret).

Det bemaerkes, at i tredje og fjerde kvadrant er vinklerne tillige angivet som negative vinkler
udgdende fra 0° med retning hgjre om med uret mod 180°.

Ved elektrotekniske beregninger pa elektriske kredslgb benyttes vinkler med fortegn for at
anskueligggre hvorvidt en eventuel faseforskydning er induktiv eller kapacitiv (mere herom
senere).

Det betyder, at stedvektoren for et komplekst tal beliggende i tredje eller fjerde kvadrant vil
blive noteret med en negativ vinkel i forhold til referenceaksen.

Eksempel:

Stedvektoren z for det komplekse tal z (hvor ¢ = 60° og lseengden 5) er placeret i fjerde
kvadrant pa illustrationen herunder, - denne stedvektor skal noteres som falger:

z= z/9=5,-60°

80¢
120° 60"
150° : : 30°
180° 0
X0,
210° ; 4 330°
-150° 7 -30
240° 300
-120° 270* -60°
-90°

stromn, styring & it, euc nordvest 9
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Regneregler for komplekse tal

Addition af komplekse tal

Komplekse tal repraesenteret af stedvektorer kan adderes grafisk, - jf. side 5.

Addition af komplekse tal foretages lettest, ndr de komplekse tal, der skal adderes, er noteret
pa deres rektangulaere form z = a + ib (husk at der regnes med fortegn).

Additionen foretages simpelthen ved at addere de komplekse tals reelle dele med hinanden og
deres imaginaere dele med hinanden:

2 +2z,=(a,+ib)+(a, +ib,) <

Ltz =a +ib +a,+ib, &

1tz =a ta,+ib+ib, &

Ltz =a ta,+i(b+b,) &

3 +2,=(a,+a,)+i(b +b,)
Addition af flere stedvektorer udfgres beregningsmaessigt lettest ved at oplgse de enkelte
stedvektorer i deres sdkaldte komposanter (a™ og ib™").

Herefter adderes de reelle komposanter (a; + a, +...a,) for sig og de imaginaere komposanter
(ib; + ib, +...ib,) for sig, - resultatet bliver saledes:

g+ +...z,=(a +a,+...a,)+i(b +b,+...b,)

Modulus |z| og argumentet Z¢ for den resulterende stedvektor kan beregnes som beskrevet
tidligere pa side 8.

Eksempler pad addition

Eksempel 1:

Givet to komplekse tal: z; = 1+i3 og z, = 5+il.
Beregn summen z;,, ved addition:

Zy42 = 23 + 2 = (14i3) + (5+i1) = (1+5) + i(3 +1) = 6+i4

Fig. 7 herunder viser den grafiske “udgave” af additionen.

4_
bt ger ol )
-t = /
(1.3 /
2] 2342 |
Z, :
(5,1)
o T zl T r
o 2 4 G
flg.-7
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Eksempel 2:

Givet to komplekse tal: z; = 1+i3 og z, = 5-i2.
Beregn summen z;,, ved addition:

Zies = 21 + 22 = (1+i3) + (5+i(-2)) = (145) + i(3 +(-2)) = 6+il

Fig. 8 herunder viser den grafiske “udgave” af additionen.

4_
(1, 3)
2| i 8
Z T
1 S
2 & -
i (6, 1)
0 /
5 L2 | 4 ! 16
!
ﬂ Z, /
G2 fig, 8

@velser med addition

A.1. Givet to komplekse tal z; = 4 + i3 og z, = 5 +i7, skal summen z;+z, beregnes.
Beregn tillige modulus og argumentet for stedvektoren, der repraesenterer resultatet.
Tegn vektordiagram og foretag additionen grafisk som kontrol.

A.2. Givet to komplekse tal zz; = 2 + i4 og z4, = -3 +i2, skal summen z3+z, beregnes.
Beregn tillige modulus og argumentet for stedvektoren, der repraesenterer resultatet.
Tegn vektordiagram og foretag additionen grafisk som kontrol.

A.3. Givet to komplekse tal zs = -3 - i4 0og zg = 5 -i2, skal summen zs+z¢ beregnes.
Beregn tillige modulus og argumentet for stedvektoren, der repraesenterer resultatet.
Tegn vektordiagram og foretag additionen grafisk som kontrol.

stromn, styring & it, euc nordvest 11
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Subtraktion af komplekse tal

Komplekse tal repraesenteret af stedvektorer kan subtraheres grafisk, - jf. side 5.

Subtraktion af komplekse tal foretages lettest, ndr de komplekse tal, der skal subtraheres, er
noteret pa deres rektangulaere form z = a + ib (husk der regnes med fortegn).

Subtraktion foretages simpelthen ved at subtrahere de komplekse tals reelle dele fra hinanden
og deres imaginaere dele fra hinanden.

21— 2, =(a,+ib)—(a, +ib,) <
34— 2, =a,+ib —a,—ib, &
31— 2, =a,—a, +ib—ib, &

71— 2, =(a, —a,)+i(b,—b,)

Modulus |z| og argumentet Z¢ for den resulterende stedvektor kan beregnes som tidligere
beskrevet pa side 8.

Eksempler pa subtraktion

Eksempel 1:

Givet to komplekse tal: z; = 2+i4 0og z, = -3+i2.
Resultatet z;., gnskes fundet ved subtraktion:

Z13 = 23 - 2 = (2+i4) - (-3+i2) = (2-(-3)) + i(4-2) = 5+i2

Fig. 9 herunder viser den grafiske "udgave” af subtraktionen.

. (2, 4)
oy
.
3,2 ; Zy N 1(5,2)
f
Z {
2 212,
-4 12 i 2 i '8
!
*Z, /
2| !
(3,-2)
fig. 9

Som naevnt pa side 6 kan subtraktion ske som ved addition, idet der ggres brug af, at en
stedvektor, der multipliceres med - 1 (minus 1) beholder usendret leengde, men blot far “pilen
i den anden ende”.

Hvorefter stedvektorerne kan adderes som vist i fig. 9, - udtrykket er da blot z; + (- z,)

i stedet for z; - z,.

Fortseettes...

stromn, styring & it, euc nordvest 12
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Eksempler pa subtraktion

Eksempel 2:

Givet to komplekse tal: zy = 2+i4 og z, = -3+i2.
Resultatet z,.; gnskes fundet ved subtraktion:

Zy.1 = 23 - 21 = (-34i2) - (2+i4) = (-3-2) + i(2-4) = -5+i(-2) = -5-i2
Fig. 10 herunder viser den grafiske "udgave” af subtraktionen.

Som i foregdende eksempel er den stedvektor, der skal treekkes fra, multipliceret med - 1.
Subtraktionen sker her ved addition af stedvektorerne ( z; + (- z1)).

(2, 4)

fg. 10

Det bemaerkes hurtigt ved sammenligning af de to eksempler med subtraktion, at de ikke
giver samme resultat, selvom de komplekse tal z; = 2+i4 og z, = -3+i2, er de samme i
begge eksempler (hvilket heller ikke er tilfeeldet ved “normal” subtraktion af reelle tal).

@velser med subtraktion

S.1. Givet to komplekse tal z; = 4 + i3 og z, = 5 +i7, skal forskellen z; - z, beregnes.
Beregn tillige modulus og argumentet for stedvektoren, der repraesenterer resultatet.
Tegn vektordiagram og foretag subtraktionen grafisk som kontrol.

S.2. Givet to komplekse tal z3 = 2 + i4 og z4 = -3 +i2, skal forskellen z; - z, beregnes.
Beregn tillige modulus og argumentet for stedvektoren, der repraesenterer resultatet.
Tegn vektordiagram og foretag subtraktionen grafisk som kontrol.

S.3. Givet to komplekse tal zs = -3 - i4 0g zg = 5 -i2, skal summen zs - zg beregnes.
Beregn tillige modulus og argumentet for stedvektoren, der repraesenterer resultatet.
Tegn vektordiagram og foretag subtraktionen grafisk som kontrol.

stromn, styring & it, euc nordvest 13
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Multiplikation med komplekse tal

Multiplikation med komplekse tal pa rektangulaer form.

Man kan relativt let multiplicere to komplekse tal, der begge er noteret pd den rektangulzere
form (sumform), - herunder angives en metode til formalet.

Givet to komplekse tal z; = a; + ib; 0og z; = a, + ib, kan multiplikationen foretages saledes:
2,-2, =(a, +ib)-(a, +ib,) &
"2, =a,-a,+a,-ib, +ib -a, +ib -ib, &
72, =(a,-a) +i(a, b, +a, -b)+i*(b -b,) &
-2, =(a,-ay)+ila,-by+a, -b)+(=D-(b-b,) &
-2 =(a,-a,)+i(a,-by+a,-b)—(b-b,) &
4 =(a,-a,=b -b)+i(a -b,+a,-b) &
2,2, =(aya, —bb,) +i(ab, + a,b)
Det fremgar af ovenstaende udregning, at multiplikationen udfgres p& samme made som i den
"almindelige” matematik, hvor man multiplicerer to toleddet stgrrelser ved at multiplicere

hvert af leddene fra den ene parentes med hvert af leddene i den anden parentes, - blot skal
man ved komplekse tal huske pa, at i = -1.

Det kraever vist et eksempel med "rigtige” tal, - ikke...?

Givet to komplekse tal z; =4 + i3 0g z;, =5 +i7
7,2, =(a,+ib)-(a, +ib,) &
7,2, =(a,a, =bby) +i(ab, +a,b) <
22, =4-5-3-7)+i(4-7+3-5) &
7,2, =(20-2D)+i(28+15) <
202, =—1+i43

Omskrives resultatet til poleer form fas (jf. side 8):

Daa < 0 og b > 0 bruges metode 2 (pa side 8) til beregning af argumentet:

72 = (y (=1)* +43 )4{(tan—l(4—3ln + 180°} =43,01£91,33

Resultatet af multiplikationen kan altsa repraesenteres af en stedvektor beliggende i anden
kvadrant i det komplekse koordinatsystem.

Fortsaettes neeste side...

strorn, styring & it, euc nordvest 14
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Fortsat fra forrige side...

Multiplikation med komplekse tal pa polaer form

Som naevnt pa side 8 nederst er den polaere notationsform lettest at anvende, hvis man gnsker
at multiplicere (og dividere) komplekse tal.

Multiplikation af to komplekse tal, der er noteret pa poleer form, udfgres ved at multiplicere
tallenes modulus med hinanden og addere deres argumenter:

32 = |Zl|4(/’1 | Z2|4(/’2 = (| Z1|'| Zz|)4((/’1 +9,)
Eksempel 1:

Givet to komplekse tal z; =4 + i3 0g z, = 5 +i7
Vi gnsker at beregne produktet af disse to komplekse tal.

Fgrst omskrives de komplekse tal til poleer notationsform (husk tabellen side 8):

Z; = Jalz + bl2 4 tan_l[ﬁj =+/4% +3? Ltan_l(ij =5/36,87°
a

1

7 =y} +b? ztan-{ﬁJ =5 +7? Ltan_l(%j =8,60 £ 54,46°

a,

Nu kan vi multiplicere tallenes modulus med hinanden og addere deres argumenter:

—

Z 'Z:|Zl|4¢1'|zz|4¢z At

2 ';2:(|Z1|'|Z2|)4(¢1+¢2) Aad

720 = (5-8,60) L(36.87 +54,46°)
Z -2, =43,01£9133

@velser med multiplikation

M.1. Givet to komplekse tal z; = 3 + i4 og z, = 5 +i7, skal produktet z; « z, beregnes.
Omskriv de komplekse tal til polaer notation og foretag multiplikationen.
Omskriv derefter resultatet til rektangulaer notationsform.

M.2. Givet to komplekse tal zz; = 2 + i4 og z4 = -3 +i2, skal produktet z; « z4 beregnes.
Omskriv de komplekse tal til polaer notation og foretag multiplikationen.
Omskriv derefter resultatet til rektangulaer notationsform.

M.3. Givet to komplekse tal zs = -3 - i4 og z = 5 -i2, skal produktet zs « zg beregnes.
Omskriv de komplekse tal til polaer notation og foretag multiplikationen.
Omskriv derefter resultatet til rektangulaer notationsform.

Flot klaret, - videre til naeste side for et eksempel mere...
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Multiplikation med komplekse tal pa polzaer form
Eksempel 2:
Lad to komplekse tal z; = 3 + i2 0og z, = 2 - i3 veere reprasenteret af stedvektorerne z; og z,

Omskrevet til poleer form er z; = 3,61.33,69° og z; = 3,612-56,31° (som det fremgar af
illustrationen herunder).

z (3, )

[

Beregning af z;x z;
3 g =| Z1|4¢71 | Zz|4¢7 And

zl-zz=(|z1|~|zz|)4((pl+(o2) =
22, = (3,61-3,61) £L(33,69° +(=56,31)) &

—_ —

7,2, =13,0£-22,62"

Den negative vinkel betyder blot, at den stedvektor, der repraesenterer produktet z;« z, befin-
der sig i fjerde kvadrant i det komplekse koordinatsystem i en vinkel pa 22,62° malt fra den
reelle talakse i negativ omlgbsretning (med uret), - som det fremgar af illustrationen.

Omskrives produktet z;« z, til rektangulaer form, bliver resultatet:
zl~zz=|zl~z2|-cos((p)+i(|Z1~Z2|-Sin((p)) VAN
2,2, =[13,0]- cos(—22,62°) +i([13,0|-sin(-22,62") )
22, =12+i(-5) &
Zl N Zz :12_l5
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Division med komplekse tal pa rektangulaer form

Division med komplekse tal, der er noteret pa den rektangulaere form, kan lade sig ggre, - det
kreever samaend bare en formel og en smule talmodighed ©®

kormmplekse tal

Givet to komplekse tal z; = a; + ib; 0og z; = a, + ib; vil en division mellem disse betyde, at

naevneren er et komplekst tal. Det vil veere en meget god idé, hvis naevneren i stedet kunne
"forvandles” til et reelt tal, - hvilket vil ske, hvis brgken forlaenges (i tzeller og naevner) med
den kompleks konjugerede til naevneren.

Teeller (dividend):

Neevner (divisor):

Den kompleks konjugerede til neevneren:

Z; = a; + |b1
Z> = a + iby

22* = ay — Ibz

Nu kan divisionen udfgres, - blot vi husker pa at i> = -1:

4

)

4 _aa, +i(- all?2)+ibla2 —(—1)~b1b2

)

. . )
a,a, —ia,b, +iba, —i"bb,

. . .2
a,a, —iab, +ib,a, —i"b,b, -

a,a, —iab, +ib,a, —(~1)-b,b, -

7 aa,ti (— a,b, + ba, )+ bb,

%)

2, .2
a; +b; -

7 aa, +bb, +i(-ab, +ba,)

)
2
)
2
%)

2, .2
as +b; -

(alaz +bb, )+ i(_ a,b, +ba, )

2. .2
a; +b; -

(a1a2 + b1b2) + iL (b1a2 —ab, )j

a22+b22 a22+b22

Beregningseksempel fplger p8 naeste side...

stromn, styring & it, euc nordvest
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Eksempel:

Givet to komplekse tal z; =8 +i6 0gz;, =4 - i3.
Vi gnsker at beregne resultatet af divisionen mellem disse to komplekse tal.

Z (alaz +b1b2) + {(bﬂz _albz)J

) a; +b; a; +b;

2z (8-4)+6-(—3)+{(6~4)—8~(—3)]

2 Ty +(=3) 47 +(-3)

2-0,56+i192
2
Division med komplekse tal pa polaer form

Som naevnt pa side 8 nederst er den polaere notationsform lettest at anvende, hvis man gnsker
at dividere (og multiplicere) komplekse tal.

Division af to komplekse tal, der er noteret pa polaer form, udfgres ved at dividere tallenes
modulus med hinanden og subtrahere deres argumenter:

& | Z1|4¢1 - ﬂ /o -
Z | Z2|L¢2 | Z2| ((01 ¢2)
Eksempel:

Givet to komplekse tal z; =8 +i6 0gz;, =4 - i3.
Vi gnsker at beregne resultatet af divisionen mellem disse to komplekse tal.

Fgrst omskrives de komplekse tal til polaer notationsform (husk tabellen side 8):

5 =+al +b} 4tan‘1(ﬁJ =8’ +6 Ltan_l[gJ =10£36,87°

a,
Z =\a; +b; Ztan_l(&J =47 +(-3) Ztan_l[?j =5/-36,87"
a,
Nu kan vi dividere tallenes modulus hinanden og subtrahere deres argumenter:
4 _ |Zl|4¢1
2 |Zz|4¢2
z z
-+ :ul((”l _¢2) S
22 |Z2|

a 19| £(3687 ~(-3687') &

2y |5|
A0 7374
2y

Fortsaettes naeste side...
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Omskrives resultatet z,/ z; til rektangulaer form, bliver resultatet:

2
%)

2

%)

-sin(@) } =

il S
2

-cos(¢)+{ ¢
z

A =[2]-cos(73,74°) +i(| 2] -5in(7374) ) <

2

205640192
&)

@velse med division

D.1. Givet to komplekse tal z; = 8 + i5 og z, = 3 - i7, skal kvotienten z;/z, beregnes.
Udfer divisionen med de komplekse tal pa rektangulaer notationsform.
Omskriv de komplekse tal til polaer notation og foretag divisionen pa polser form.

stromn, styring & it, euc nordvest
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kormmplekse tal

Oversigt over regneoperationer med komplekse tal

De foregdende sider har vaeret en gennemgang af de fire grundlaaggende regneoperationer,
som kan udfgres med komplekse tal, - addition, subtraktion, multiplikation og division.
Skemaet herunder er en oversigt over de fire regneoperationer opdelt pa den rektangulaere og
den polare notationsform.

HUSK: Der skal regnes med fortegn.

Regne- Rektangulaer notation Polaer notation
operation Z;y = a; + ib; Z1 =21 201
Z, = a; + ib, Z; = Z LO;
Addition

2 +2z,=(a,+ay)+i(b +b,)

Subtraktion

2, =2, =(a,—a,)+i(b,—b,)

Multlpllkatlon 7% = (a1a2 _b1b2)+i(a1b2 +a2b1) 7% = (| Z1| | Z2|)4(¢1 + ¢2)
Division 2 (alaz +b1b2)+l_ (b1a2 _albz) L :MZ(% _%)
2, az2 +l?22 a22 +b22 2 |Zz|

Den multiplikative inverse

(Den reciprokke vaerdi af et komplekst tal)

Ved beregning af den samlede impedans i elektriske vekselstremskredslgb med parallel-
forbundne impedanser, kan det veere ngdvendigt at anvende de reciprokke vaerdier
(de multiplikative inverse vaerdier) til impedanserne, der udggr kredslgbet.

Fglgende metoder kan anvendes afhaengig af notationsformen:

Regne- Rektangulzer notation Polaer notation
operation z=a+ib Z2=2/4¢
1 140 a (b 11201 )
Reciprok 2 atib a+br \aPep z 22 |7
Veerdierne for a og b indsaettes med fortegn. Veerdien for ¢ indsaettes med fortegn.

P& side 23 og 24 finder du et eksempel pd anvendelse af den reciprokke vaerdi til et
komplekst tal, hvor den samlede impedans i et parallelforbundet kredslgb skal beregnes.

stromn, styring & it, euc nordvest
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Komplekse tal og elektrotekniske beregninger

Som tidligere neevnt skrives den imaginaere enhed ofte med suffikset j ved elektriske beregninger for at undgé
forveksling med stremmen I, derfor vil j blive anvendt ved de efterfglgende elektriske beregninger.

Den udvidede Ohms! lov

En (sinusformet) vekselspaending kan repraesenteres af det komplekse tal U = U Z¢,

U er spaendingens effektiv vaerdi og Z¢; er spaendingens vinkel i forhold til referencen.

Ved beregninger pa vekselstrgmskredslgb vil man i visse sammenhange valge at anvende
klemspaendingen som reference - i det tilfeelde kan spaendingen noteres som: U = U £0°.

Nar denne spaending saledes tilsluttes et kredslgb eller komponent, vil dette forarsage en
strgm i kredslgbet eller komponenten, - denne strgm kan pa den komplekse polsere form
skrives som I =1 Zo,.

Forholdet mellem spaendingen U (der males i volt) og strammen I (der méles i ampere) kan
betegnes som impedansen Z (denne males i ohm).

Dette forhold kan udtrykkes med den udvidede Ohms lov:

UZg, _u
1Zp, 1

Z= 4((01_(02):24%

Vinklerne @1, 2 og @3 er spaendingens, strgmmens og impedansens forskydningsvinkler i forhold til referencen.
Impedansen Z

Impedansen Z, der som naevnt er forholdet mellem spandingen og strammen i et elektrisk
kredslgb/komponent kan pa den rektangulaere notationsform skrives som:

Z=RtjX [Q]

Hvor den reelle del R repraesenterer kredslgbets/komponentens resistans (der ogsa kan kaldes
for “"den ohmske modstand”).

Den imagineere del X er kredslgbets/komponentens reaktans, der enten kan vaere induktiv
eller kapacitiv, - hvilket har indflydelse pa, hvorvidt X skal noteres som negativ eller positiv.
Hvordan fortegnet afggres kan du laese om herunder og gverst naeste side.

Induktansen X,

Er den imaginaere del X forarsaget af en spole kaldes den for induktans (induktiv reaktans),
- som indeks kan anvendes et | "haegtet pa” X for at undga forveksling.

Induktansen X, kan som bekendt beregnes med fglgende formel: X, =2-z-f-L

Impedansen Z dannet af resistansen R og induktansen X, skrives pa rektangulaer form som:
Z=R+jX, [Q]

P& polaer form (omregnet efter metoderne pa side 8) noteres impedansen Z som:
E:|Z|L(p (ofte undlades numerisk tegnet ||)

Fortsaettes naeste side...

! Efter den tyske fysiker Georg Simon Ohm (1787 - 1854).
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Fortsat fra forrige side...

Kapacitansen Xc

Er den imaginaere del X forarsaget af en kondensator kaldes den for kapacitans (kapacitiv
reaktans) - som indeks kan anvendes et ¢ "haegtet pa” X for at undga forveksling.

o
(2:7-f-C)

Impedansen Z dannet af resistansen R og kapacitansen Xc skrives pa rektangulaer form som:

Kapacitansen X¢ kan som bekendt beregnes med fglgende formel: X, =

Z=R-jX. [Q]
P& polaer form (omregnet efter metoderne pa side 8) noteres impedansen Z som:

E:|Z|L—(p (ofte undlades numerisk tegnet ||)
Skematisk oversigt over notationsformer

De "rene” elektriske komponenter - resistans, induktans og kapacitans - skrives pa kompleks
notationsform (rektangulaer og polaer) som anfgrt i nedenstaende skema:

I tabellen og de efterfglgende elektriske beregninger udelades numerisk tegnet || ved polzer notation.

Resistans Induktans Kapacitans
Ve Ve Ve Nl
— \ _| |_
R C
Z=R+j0 Z=0+jX, Z=0-jX,
Z=RZO’ Z=X,Z90° Z=X.£L-90°

Sammenlaegning (addition) af impedanser

Ved serieforbindelser Z, Z; Z3
For at beregne den samlede impedans i kredslgbet, o—-—-—-—
skrives impedanserne fgrst pd rektanguleer form, ~
hvorefter de reelle dele (R) adderes for sig og de
imaginaere dele (X) for sig. °
Ripeas+ J X preas = (R 4+ j X, )+ (R, = j X,)+ (R, + j X5) 7, = 330 + j190,6 ©
Riuset j X oue = (3304 j190,6)+ (110 — j190,6)+ (100 + j0) _

S ‘ . z, =110 - j190,6 Q
Rt j X o = (3304+110+100)+ j(190,6 —190,6 +0)

. . z3 =100+ j0Q

ereds + J Xkreds = 540 + .]O Q

Omskrevet til polzer form (jf. side 8): ..

Kredsens samlede modstand er altsa “ren” ohmsk og vil

V4 = 54020° Q ikke give anlgdning til faseforskydning mellem strgm og
Zureds £ Phreas = 34040 spaending, nar kredsen tilsluttes en vekselspaending.
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Ved parallelforbindelser

Den samlede impedans X z .45 i det viste kredslgb kan beregnes .
ved at anvende reciprok-formlen pa de komplekse veerdier for
impedanserne z;, z, 0g z; i kredslgbet (jf. illustrationen).

®- ®-

I det tilfeelde, at man har en lommeregner, der kan handtere de ~ Z Z, Zs I
komplekse tal direkte, kan man udfgre beregningen pa polaer
form, som i udregningen herunder:

1£0° 1£0° 1£0° 1£0° .
= - + s

L Zireds £ Preds L340 L, L0, L@

z; = 330 + j190,6 Q@
z; = 381,1 £30° Q
1£0°
o o o =110 -j190,6 Q
Y Zots £ Piress = 120 IR P4\ P40 2 _ 520 1J4_60°Q
L340 L, L0, L@
z3 =100 + jO0 Q
120° z3 =100 £0 Q
szredsé¢kredx = 1400 140O 1400

+ +
381,1£30° 220,1£-60° 100£0°

X Lkreds Lq)kredx = 67’7 £- 10’20 Q

Af resultatet ses, at kredsens samlede impedans vil forarsage en kapacitiv faseforskydning
mellem klemspaendingen og den optagne strgm, - men det er en helt anden snak, som vi
kommer ind pa senere i kompendiet.

Har man ikke en lommeregner, der kan klare de komplicerede beregninger med impedanserne
skrevet pa den polaere notationsform, kan man i stedet med en "almindelig” lommeregner
foretage beregningen med de komplekse vaerdier for z;, z, 0og z5 skrevet pa den rektangulaere
notationsform (j anvendes i stedet for J, - jf. side 7 midt).

1 1 1 1
=—+—+— &
X Zyreds 4 L L

1+ 0 _1+]0+ 1+]0+ 1+ j0

Apreqs T JDy a+jb ay,+jb, ay+ jby

reds
Med vaerdierne for de tre impedanser indsat i ovenstaende formel, ser det sdledes ud:

140 14j0 o 1+j0 140
Qpoge + jbies 330+ 1906 110—j190.6 100+ jO

Beregningen kan stadig ikke foretages, med mindre man har en searlig lommeregner, - derfor
ma Igsningsmodellen for beregning af reciprokvaerdien for et komplekst tal (side 20), noteret
pa den rektangulaere form, benyttes pa ovenstdende udregning.

Fortsaettes neeste side...
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Fortsat fra forrige side...

Anvendes metoden fra side 20 til beregning af den reciprokke vaerdi af et komplekst tal pa de
tre impedanser i kredslgbet, ser Igsningsmodellen for den pagaeldende udregning saledes ud:

1+ 50 _ a, iy b, N a, iy b, + a _ b,
akredx + jbkredx (112 'i_b]2 alz —i_bl2 a22 +b22 a22 +b22 a32 + b32 a32 + b32

Nu kan vaerdierne for a og b for de tre impedanser indsaettes i ovenstdende beregningsmodel:

1+ j0 330 . 190,6 110 . -190,6
rois + JDireds - (3302+19O,62 -/ (3302+19O,62 j] " [1102+(—190,6)2 -/ [1102+(—190,6)2 n
()
100 +0° 100> +0°

_ 0 (0,00227 — j0,00131)+(0,00227 + j0,00394)+ (0,01 — j0)

akredx + J bkredx

1+ 50

akreds + J bkreds

= (0,01454—- j0,00263)

o B 1+ ;0
kreds T JOkreds (0’01454—J0,00263)

Aireds + J bkreds

_ 0,01454 . 0,00263
0,01454” +0,00263> J 0,01454% +0,00263>

akreds + jbkreds = 66960_ j12,05 Q

Omskrevet til den polaere notationsform (jf. side 8) bliver resultatet saledes:

) Lkreds 4¢kred§ = 67’7 £- 10’20 Q

Det medfgrer lidt ekstra "arbejde”, hvis man ikke har en lommeregner, der kan handtere de
komplekse tal, men som det ses af denne udregning, kan det sagtens lade sig ggre med en
"almindelig” lommeregner (og masser af overblik ©).
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Vedrorende strom og spaending

Forholdene omkring strgmme og spaendinger i serielle og parallelle kredslgb tilsluttet en
vekselspaending falger samme principper som angivet i Kirchhoffs? love om spaendingsdeling i
serielle kredslgb og streamdeling i parallelle jeevnstramskredslgb, - dog skal man huske at
medregne faseforskydningsvinkler.

Ved blandede forbindelser skal man selvfglgelig kombinere beregningsmetoderne fra serie- og
parallelforbindelser efter behov.

Spandingsfaldet over en impedans beregnes som produktet af impedansen og strgmmen, der
Igber igennem impedansen, - denne beregning kan enten foretages med faktorerne skrevet pa
polaer form eller pa rektangulaer form (jf. side 20).

Ligeledes kan strammen gennem en impedans beregnes som forholdet mellem spaendingen og
impedansen (Ohms lov).

Sammenlaegning (addition) af flere streamme eller spaendinger foretages ved at notere de
enkelte strgmme eller spaendinger pa den rektangulaere form og derefter addere de reelle dele
for sig og de imaginzere dele for sig. Den samlede spaanding eller strgm kan herefter omregnes
til polaer form efter metoderne beskrevet pa side 8.

Beregningseksempler

Pa de efterfglgende sider er medtaget et eksempel pa beregning af speendings-, strgm-,
impedansforhold, effektfaktor samt faseforskydningsvinkel for et vekselstrgmskredslgb
sammensat af to serielle kredslgb, der er koblet parallel, - altsa en blandet forbindelse.

Fgrst vises beregningerne pa den traditionelle made, derefter gentages beregningerne ved
hjaelp af komplekse tal og de tilhgrende beregningsmetoder.

Som neevnt i forordet forudsaettes det, at laeseren — for at kunne f§
udbytte af de efterfglgende komplekse beregninger — allerede har
tilegnet sig en grundlaeggende forstielse for vekselstramsteorien,
de tilknyttede begreber samt “traditionelle” beregningsmetoder.

2 Den tyske fysiker Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887).
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Traditionel beregning af vekselstromskredslob

Her bruges stedvektorer udelukkende til skitsen, der tegnes over kredslgbets strgmme og spaending.

Mellem to klemmer med spaandingen 130 V, 50 Hz er indsat en spole med resistans 2,0 Q og
en selvinduktionskoefficient pa 8,0 mH. Spolen parallelforbindes med en serieforbindelse af en
(ideel) kondensator pa 400 uF og en (ren) ohmsk modstand (resistans) pa 10,0 Q.

Beregn: 1
> Stremmen gennem spolen I, >

» Strgmmen gennem kondensatoren I, Ly v L

> Den samlede strgm I i !

» Parallelforbindelsens faseforskydningsvinkel ¢ U R, ! R, i

f i !

C i L !

Fgrst beregnes spolens induktans X, , impedans Z, og cose ;: T ! i

° ' !

X, =27 f-L=2-7-50-0008=251Q e

Zy=y R,V +(xX,f =4/ 2.07+2,51 =3210

R, 20
CosSQ,=—==——
Z, 321

=0,623 = ZL¢@,=51,49°

Derefter kan den induktive strgm I, gennem spolen beregnes:

U 130 _

I,=—=——-=40,5A (induktiv)
Z, 321 kapacitiv induktiv
Kondensatorens kapacitans Xc beregnes:
10° 10°
Xo= = =7,96Q ant . Y L A 40
2. f-C  2-7-50-400 S0

Impedansen for serieforbindelsen af kondensatoren og R; samt cos¢ ; beregnes:

Z=y (R +(x.F =1/1002+7.96 =12,78€

R 10,0
CoSQ=—=——

= =0,783 = /L@ =3851°
Z, 1278

Derefter kan den kapacitive strgm I; gennem kondensatoren og R; beregnes:

U 130
]1:Z = 1273 =10,2A (kapacitiv)
fortsaettes...
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Traditionel beregning - fortsat

Vi kan nu tegne (sted)vektordiagram (skitse) for strammene, idet klemspandingen U
anvendes som referencevektor (0°) for de videre beregninger, - i dette tilfaelde afsaettes
stedvektoren for U lodret. Ofte (og maske mere korrekt) afssettes referencevektoren vandret,
men det har ingen betydning for beregningerne.

Strgmmene kan nu oplgses i deres komposanter (stedvektorens projektioner pd akserne):

Watt-stremmen Iy og den Wattlgse-stram Iy,.

Under tiden bliver Watt-strgmmen Iy, i stedet benaevnt som virkestrammen I, og den
Wattlgse-strgm Iy, som reaktiv strammen Iy.

U

For stremmen I;:
Iy, =1,-cos¢, =10,2-cos(38,51°) =7,96A
I, =1,-sing, =10,2:sin(38,51°) = 6,33A
For stremmen I,:

Iy, =1,-cosp, =40,5-cos(51,49°) = 25,21A
Iy, =1,sing, =40,5sin(51,49°) =31,69A

T Tz

Den samlede strom I (kredsens optagne strgm fra spaendingskilden) kan nu beregnes:

Da stedvektorerne for Iy.; 0g Iy > er modsat rettede, skal de adderes med fortegn, derved vil
sammenlagningen af disse blive Iy, + (- Iw), hvilket er det samme som at subtrahere
(del)stremmenes numeriske vaerdier: |Iwiz| - |Iwiz]| (altsd traekke dem fra hinanden).

Beregningen af I udfgres saledes: U 4

2

I:\/(ZIW )2+(ZIWL)2 :\/(IW1+IW2)2+(IWL1_IWL2)

1=\/ (7,96+25,21) +(6,33-31,69) =41,76A

Kredsens effektfaktor cos ¢ samt kredsens samlede
faseforskydningsvinkel ¢ (mellem U og I) beregnes:

I
Ehy _T96+2521_ 0205 L spe37 300 1
I 41,76

cosQ=

Da strgmmen I er faseforskudt bagud i forhold til

spaendingen U, er kredsen samlet set induktiv.
(vektordiagrammets omlgbsretning er venstre om mod uret)
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Beregning af vekselstromskredslob med komplekse tal

Her bruges stedvektorer til skitsen, der tegnes over kredslgbets stramme og spaending og i forbindelse med
beregningerne af strgm-, speendings- og impedansforholdene i kredslgbet.

Opgaven er den samme som fgr:

Mellem to klemmer med spaandingen 130 V, 50 Hz er indsat en spole med resistans 2,0 Q og
en selvinduktionskoefficient pd 8,0 mH. Spolen parallelforbindes med en serieforbindelse af
en (ideel) kondensator pa 400 uF og en (ren) ohmsk modstand (resistans) pa 10,0 Q.

Beregn:

Stremmen gennem spolen I,

Strgmmen gennem kondensatoren I

Den samlede strgm I

Parallelforbindelsens faseforskydningsvinkel ¢

YVVVY

Kondensatoren C”® kapacitans Xc beregnes:

I

10° 10°

= = =7,96Q2
2.7 f-C  2-7-50-400

Xc

-

Impedansen Z; for serieforbindelsen af kondensatoren C

L
Ry
og R; samt £, beregnes (jf. side 8): C

Zl=\/(R1)2+(XC)2 =/10,0°+7.96> =12,78Q o

Zo= tan_l(&j = tan_l(ZE)ggJ = Z@=385I°

1

Impedansen Z; kan saledes noteres som et komplekst tal I kreas £¢
(jf. side 22) pa rektangulaer og/eller polaer form:

I, Zo; L Zgs

7, V)
01 02

12,78£-38,51Q

*—>
Rektangulaert (sumform): Z, =10-j7,96 Q U
f
Poleert (produktform): Z,
[

Da Z; er kapacitiv (pga. kondensatoren C) noteres impedansen
Z: pa rektangulaer form med et minus mellem den reelle del og den komplekse del. Af sammen
grund noteres Z; med negativ vinkel (¢,) pa den polaere notationsform (se side 22).

fortsaettes naeste side...
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Spolens L™ induktans X, beregnes:

X,=2-7 f-L=2-750-0008=251Q ] oeegete .

Impedansen Z, for serieforbindelsen af spolen L f
0og R, samt Lo, beregnes (jf. side 8):

Z,=y (R, +(x, F =4/ 207 +251> =321Q

T
2o, = tan_l[%j = tan_l(%j = Z£¢,=51,49° (induktiv) @
2

Impedansen Z, kan saledes noteres som et komplekst tal
(jf. side 22) pa rektangulaer og/eller polaer form:

*—>
I Zq)l Yl Zq)z
2+72,51 Q
1‘3 Z 7>
3,21£51,49 Q ()] 7]
Da Z, er kapacitiv (pga. spolen L) noteres impedansen Z, pa ®
rektangulaer form med et plus mellem den reelle del og den

komplekse del. Af sammen grund noteres Z, med positiv
vinkel (¢,) pa den polaere notationsform (se side 21).

I kreds Z(P

Rektanguleert (sumform): Z,

Poleert (produktform): Z,

Strgmme I; gennem Z; og strgmmen I, gennem Z, kan nu beregnes, - se nasste side...
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Stremmen I; gennem impedansen Z; kan beregnes:

neg = 22 o D00 10 (g (L38507)) = 101723852
Zzp | 12782-3852 1278

(Se eventuelt afsnittet om division med komplekse tal pa polaer notationsform side 18)

Strgmmen I; omskrevet pa rektangulaer form (se side 8):
I, =796+ j633A

Bemaerk at den kapacitive strgm I; er noteret med en positiv vinkel pd polaer form og med et
plus mellem den reelle del og den komplekse del pd den rektangulaere notationsform. Dette
betyder, at strammen I, er (fase)forskudt forud for klemspaendingen U, — hvilket kendetegner
en kapacitiv strgm.

Stremmen I, gennem impedansen Z, kan beregnes:

Lep, = 200 13020 130 (5 5i49°) = 405--5149
7,20,  321/5149 321

(Se eventuelt afsnittet om division med komplekse tal pa polaer notationsform side 18)

Strgmmen L, omskrevet pa rektangulaer form (se side 8):
I, = 2522—-j31,69 A

Bemaerk at den induktive strem I, er noteret med en negativ vinkel pd polaer form og med et
minus mellem den reelle del og den komplekse del pa den rektangulaere notationsform. Dette
betyder, at strammen I, er (fase)forskudt bagud i forhold til klemspaendingen U, — hvilket er
kendetegnede for en induktiv strgm.

Til ovenstdende beregninger af strammene er den polaere notationsform anvendt, da den
umiddelbart er den mest velegnede notationsform ved division af komplekse tal - se side 7.

L
Det skal lige naevnes, at den sakaldte watt-komposant Iy
samt den wattlgse-komposant Iy ; for stremmen I,
(jf. den traditionelle beregning pa side 27) svarer henholdsvis
til den reelle del og den komplekse del af strammen I; noteret
pa den rektangulzaere form. Det samme gaelder selvfglgelig
ogsa for stremmen I,

I = Ly + jlyy

I, = Ly, = jly,

T Tz
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Beregning af den samlede strom Iy..qs, SOM kredsen optager fra nettet:

Den samlede stroam I, ..qs kan beregnes som en vektoriel sum af de to delstramme I; og L.
Til denne beregning vil den rektangulaere notationsform vaere mest velegnet.

1 kreds

=1, +1,

Loy = (7,96 + j6,33)+(25,22— j31,69)

1., =(7.96+2522)+ j(6,33-31,69)
I, =3818+ j(~2536)

I, =38.18— 2536 A

Omskrevet til poleer notationsform (se side 8):
Ikreds Z¢kreds = 41,764— 37,39014

Hvilket betyder at den samlede strgm I,..qs, der optages fra nettet er en induktiv strgm pé’l
41,76 A samt at kredsens samlede faseforskydningsvinkel ¢,,,, er 37,39°.

Det fremgar ogsa af nedenstaende (sted)vektordiagram over strgmmene I;, I, 0g Iiregs i
forhold til klemspaandingen U (vektordiagrammets omdrejningsretning er “venstre om”).

Vektordiagrammets
omdrejningsretning

U 4

I
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stromn, styring & it, euc nordvest 32



/\\/H vad elektrikeren bar vide om: R
kormmplekse tal

Bilag 1

Facitliste til ovelsesopgaverne

Ovelsesopgaver med addition.

A.l. z;+z, =9 +i10

z1+z, = 13,45 »48,01°
A.2. z3+z4,=-1+i6

z3+24 = 6,08 £99,46°

A.3. Z5+2Zg = 2 -1i6
z5+2¢ = 6,32 £-71,57°

@velsesopgaver med subtraktion

S.1. Z1—Zy = -1-i4

z1-2, = 4,12 £-104,04°
S.2. z;-2,=5+1i2

z:-2, = 5,39 »21,80°
S.3. z,-2,=-8-1i2

z,-2, = 8,24 £/-165,96°

Ovelsesopgaver med multiplikation

M.1. z; = 5 #53,13°
z, = 8,60 £54,46°
z1+Z> = 43,01 £107,59° (-13 + i41)

M.2. z3 = 4,47 £63,43°
z, = 3,61 £146,31°
z3+24 = 16,12 #-150,26° (-14 - i8)

M.3. zs =5 ~£-126,87°
z¢ = 5,39 £-21,80°
Z5+Z¢ = 26,93 ~£-148,67° (-23 - i14)

@velsesopgave med division

D.1. z;/z, = -0,381 - i0,238
z; = 9,43 «£32,01°
z, = 7,62 £-66,80°
z1/z, = 0,45 £-147,99°
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Bilag 2

Vedrorende den komplekse enhed i

De reelle tal kan alle vises p& en vandret tallinje, der har enheden 1. Der er savel en negativ
retning som en positiv retning, - disse er adskilt af 0 (nul).
Et vilkarligt tal (fx 5) er fremkommet som den grundlaeggende enhed 1 gentaget fem gange
(1+1+14+1+1 = 5 eller udtrykt som multiplikationen 5 - 1= 5).

Hvis vi lader den reelle enhed 1 vaere repraesenteret af en stedvektor med laengden 1 og
vinklen 0° i forhold til den reelle tallinje, kan tegnes fglgende skitse:

-2 -1 0
Den reelle enhed 1 kan skrives som:

Enheden 1 = 1 ~ 0° (polaere notationsform)

Hvis stedvektoren for den reelle enhed drejes 90° mod uret saledes, at den star vinkelret pa
den reelle talakse og vi samtidig vaelger at lade den fremkomne stedvektor repraesentere
enheden for en ny talakse vinkelret pa den reelle talakse, far vi et koordinatsystem med alle
reelle tal pd x-aksen og de sdkaldte imaginaere tal pa y-aksen (det komplekse koordinatsystem).
For at undga forveksling mellem vaerdierne pa de to talakser kaldes enheden p& den
imaginaere y-akse for i. Alle tal pa denne talakse far saledes “kendingsbogstavet” i.

Den imaginare enhed kan nu skrives som:
i=1.,90°

Dette er den polaere notationsform, hvor vinklen
er set i forhold til den reelle talakse.

P& den rektangulzere notationsform bliver det:
i=0+1il
Ved indfgrelsen af en ekstra tglakse kan den
reelle enhed 1 ogsa skrives pa rektangulaer form:
Enheden1 =1+ i0

Hvis den imagineere enhed i multipliceres med sig
selv (kvadreres) fas:

i2=i-i=1290"-1£90" =(1-1) Z(90° +90°) =1 £180°

Hvilket svarer til den reelle veerdi -1 (!)
Af dette fglger:

i2=-1 S

/]\]I

Den imaginaere
enhed

Den reelle
enhed

P e
=1

Det fremgar, at multiplikation med den imaginaere enhed
i svarer til en drejning af stedvektoren pa 90° mod uret.

Tilsvarende vil division med den imaginaere enhed vil give
en drejning p& 90° med uret.
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Denne side og naeste er en samlet oversigt over beregningsmetoder til din notatmappe.

Notationsformer

Regne- Rektangulaer notation Polaer notation
operation Z;y = a; + iby Z1 =21 201
Z, = a; + ib, Z; = Z LO;
Addition 3 +2,=(a+ay)+i(b+b,)
Subtraktion 7 — 2, =(a,—ay)+i(b,—b,)
Multiplikation 2,2, = (aya, —bb,)) +i(ab, +a,b) 212y =(| z1|~| zz|)4(¢)1 +¢,)
Division 2 _ laa, +bb)) +i (ba, ~ab,) L =MZ( o —9)
,  a,+b; a; +b; SN

Reciprok / den multiplikative inverse

Regne- Rektangulzer notation Polaer notation
operation z=a+ib Z2=2/4¢
; 1 1200 1
_ l:1+10: a _ b 2 :—4(—(/))
Reciprok z a+ib a’+b’ a’+b’ ¢ g |7
Veerdierne for a og b indsaettes med fortegn. Veerdien for ¢ indsaettes med fortegn.
Notationsformer for resistans, induktans og kapacitans
Resistans Induktans Kapacitans
VA VA VA NI
— \ —
R C
Z=R+j0 Z=0+jX, Z=0-jX,
Z=RZO’ Z=X,Z90° Z=X.£L-90°
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Beregning af modulus og argumentet

kormmplekse tal

Er det komplekse tal z opgivet pa rektangulaer form(z = a+ib), kan dets modulus og
argument beregnes pa folgende made:

Modulus:

|z| =4 a® +b

Argumentet Z¢ i grader Argumentet Z¢ i radianer N&r veerdierne for a og b er:
1 tan_l(é) tan_l(éj a>0 b#0
a a

2 (tan‘l[ﬁjjﬂsw (tan_l[éD+7Z a<o0 b>0
a a

3 (tan_l(ED—ISO‘) [tan_l(én—ﬂ' a<o b<0
a a

4 +90° % a=0 b>0

5 - 90° r a=0 b<0
2

6 0° 0 a>o0 b=0

7 0° 0 a=20 b=0
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